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Tutorium Makrookonomik I: 3. Differentialrechnung

Ziel: (partielle) Ableitungen graphisch und analytisch bestimmen sowie interpretieren
Mathematische Grundlagen: Kapitel 6, 11, 12 im Buch'’

Aufgabe 1 (vgl. Kapitel 6.4, 6.7) - Ableitung: graphisch und Interpretation

1. Skizzieren Sie die erste Ableitung

f(@) f(z) f(z)

2. C(Yy) sei eine Konsumfunktion, die vom verfugbaren Einkommen Yy, abhéangt. Wie
ist ... zu interpretieren?

(@) C(500) = 400 (d) C'(Yv) = £ >0
(b) C'(500) = 0,7 (e) C"(Yy) = j;g <0
(c) C'(800) =0,5 (f) Skizzieren Sie die Funktion

Aufgabe 2 (vgl. Kapitel 6.7) - Ableitung von Funktionen einer Variablen

Bestimmen Sie die erste Ableitung

'Sydsaeter, Hammond und Strem, Mathematik fUr Wirtschaftswissenschaftler, Pearson, 2015
Weitere Aufgaben fi_r)den Sie hier sowie im Ubungsbuch der Makro6konomie: Forster, Kliih und Sauer, Ma-
kroékonomie - Das Ubungsbuch, Pearson, 2014



1. y(z) =23 — 52 +4 4. C(Y)=cop—crto+ca1(1 —t1)Y
2. C(Yy) =0,3+0,5Yy 5.V(Z) =2

3. C(Yv) =cy+ 1Yy 6. I(Z) =2

Aufgabe 3 (vgl. Kapitel 11.2, 11.6, 11.7) - Partielle Ableitung von Funktionen mehrerer
Variablen

Bestimmen Sie fur die folgenden Funktionen jeweils % und %
1. y=240,22% —0,42° 3. y=cor’+c1z+5
2. y=a+(1—c)x—bz 4. y= =
Aufgabe 4 (vgl. Kapitel 12.9) - Totales Differential

1. Bilden Sie das totale Differential zu folgender Funktion: y = a + (1 — ¢)x — bz
flr konstante a, b, ¢

2. Gegeben ist das Gutermarktgleichgewicht: Y = 1_101 (co+I1+G—c1T)
c1 sei konstant, mit0 < c; <1
(a) Bilden Sie das totale Differential

(b) Wie wirken sich die folgenden Anderungen auf den gleichgewichtigen Output
aus (positiv oder negativ? Multiplikator?)

i. Staatsausgaben G steigen
ii. autonomer Konsum ¢, steigt
iii. Steuern T steigen
iv. Steuern und Staatsausgaben steigen um den selben Wert: dG = dT

Aufgabe 5 (vgl. Kapitel 6, 11, 12) - Gleichungssysteme

Betrachten Sie das folgende Gleichungssystem:

Y=7
Z=C+1+G
C=co+c1(Yv)
I =1by— bai
Yy=Y-T

mit0<c; <1,0< by <1, ¢y,bg >0

1. Bestimmen Sie ¥, 2%, 29X und erdrtern Sie ihre Vorzeichen

2. Geben Sie mithilfe der Verhaltensgleichungen jeweils die Wirkungskette zu den in
1 mit partiellen Ableitungen untersuchten Anderungen an

ot 0i i

3. Bestimmen Sie Fe30 9G7 BY und erortern Sie ihre Vorzeichen

4. Zeichnen Sie die 1.5-Kurve, wobei Sie den Zinssatz i auf der Ordinate und Produk-
tionsmenge Y auf der Abszisse abtragen

5. Verschiebt sich die Kurve oder wandern wir entlang der Kurve, wenn ... steigt?



Zusatzaufgaben

1. Ableitung von Funktionen einer Variablen

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung

i f(z) =32 iv. S(Y)=—-co+(1—c1)Y
i. f(z)=a*—2* mit0 <c; <1
iii. f(z)= %

(b) Es bezeichne K(x) die Kosten in Euro flir den Bau eines Hauses mit einer
GrundstiicksgroBe von x Quadratmetern. Wie ist K’(100) = 50 zu interpretie-
ren?

(c) K(x) seien die Kosten fir die Herstellung von x Einheiten eines Produkts pro
Monat. Wie ist K’(500) = 20 zu interpretieren? Nehmen Sie an, der zu erzie-
lende Preis betrage 30 und der gegenwartige Output pro Monat sei 500. Lohnt
es sich, die Produktion zu erweitern?

(d) Die Gesamtersparnis einen Landes in Euro sei eine Funktion S(Y) des BIP Y.
Wie kdnnen Sie ... interpretieren? Skizzieren Sie die Funktion.
i. S'(Y)=0,140,004Y2
ii. S’(1000) = 40, 1
iii. S”(10000) = 4000, 1

2. Partielle Ableitung von Funktionen mehrerer Variablen

(a) Bestimmen Sie 2% und % fiir die folgende Funktion: y = 204206
(b) Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen erster Ordnung fir die folgende
Guternachfrage: Z = (co + I + G — 1) + 1Y

(c) Essei Y = F(K, L) die Anzahl der produzierten Einheiten, wenn K Einheiten

Kapital und L Einheiten Arbeit als Input in einem Produktionsprozess verwen-

det werden. Welches ist die 6konomische Interpretation von g—[’; = 5, wenn

K=100 und L=50 ist?
(d) Betrachten Sie die Produktionsfunktion:

Y =F(K,L)=K°L’, mit0<a<1,0<8<1

wobei Y die Anzahl produzierter Einheiten, K das Kapital und L der Arbeitseinsatz
ist
i. Bestimmen und interpretieren Sie alle partiellen Ableitungen erster Ord-

nung
m . . . . 82Y 82Y
ii. Bestimmen und interpretieren Sie 35 und 575

3. Totales Differential

(a) Bilden Sie das totale Differential zu folgender Funktion: y = coz? + c12 + 5,
flr konstante cg, ¢1

(b) Stellen Sie folgende 1.5-Gleichung zunachst zum Gutermarktgleichgewicht um,
bilden Sie dann das totale Differential: Y = co+c1(Y —T) +do —d1i+ G flr
konstante ¢y, ¢1, dg, d1

(c) Gutermarktgleichgewicht: YV = ﬁ(co + I + G — 1T). Die marginale Kon-
sumneigung c¢; sei 0,5. Wie wirken sich die folgenden Anderungen auf den
gleichgewichtigen Output aus?

i. Steuern T steigen um 100 Euro
ii. Staatsausgaben G steigen um 100 Euro

iii. autonomer Konsum ¢, steigt um 200 Euro



iv. Steuern T' steigen um 100 Euro und Staatsausgaben G steigen um 100
Euro und autonomer Konsum ¢ steigt um 200 Euro

4. Gleichungssysteme

(a) Gegeben sei die GleichungY = C+ 71+ G mit C = 10+ 0,9Y und konstantem
I. Bestimmen Sie 2%

= C+I1+G

= ¢+ =T) mitd<e; <1,0<b <1,0< (e14+b1) <1,¢0,b0>0

= by +bm0Y

i. Bestimmen Sie %,g—g, 9% und erdrtern Sie ihre Vorzeichen.

ii. Welche der Variablen Y, C, I, G, T sind hier endogen, welche exogen?

C = c¢+alYy

(b)

~ Q=

) T = th+t1Y mit0O<e <1, 0<t1<1, ¢co,tog>0
Yy = YT
Bestimmen Sie ¢, gTCO und erdrtern Sie ihre Vorzeichen
Y = ¢Y—ai .
1
(d) % — LY - dyi mto<c<1, a,dy,do>0

Lésen Sie die Gleichungen nach Y. Bestimmen Sie % sowie g—? und erdrtern
Sie ihre Vorzeichen



Zusatzaufgaben - Losung

1. Ableitung von Funktionen einer Variablen

(@)

(b)

(c)

(d)

i. fl(z) = % iii. f'(z)= —%

i. f/(z) =423+ 427 iv. SYV)=1—¢1
Eine Erhdhung der Quadratmeter von 100 auf 101 erh6ht die Kosten um 50
Euro.

Eine Erh6hung der produzierten Menge von 500 auf 501 erh6ht die Kosten um
20 Euro. Da der zu erzielende Preis hdher ist, sollte die Produktion ausgeweitet
werden.

i. Steigt das BIP (Y) um 1 Euro, so steigt die Ersparnis um ungefahr 0,1 +
0,004Y2. Die Grenzersparnis ist positiv. Steigt Y, so steigt die Ersparnis
(sogar mit zunehmender Rate).

ii. Eine Erhéhung des BIP von 100 auf 101 erhdht die Ersparnis um ungefahr
40,1 Euro.

iii. Eine Erhohung des BIP von 1000 auf 1001 erhoht die Ersparnis um un-
gefahr 4000,1 Euro.

2. Partielle Ableitung von Funktionen mehrerer Variablen

(@)
(b)
(c)

(d)

Oy _ —-0,6,,0,6 Oy _ 0,4,-0,4

6x—04:p 8z—06x z

9z _ 07 _ 0z _ 9z _ 0z _ oz

b =L ar=L =1 = g, =T, F=a

Eine Erhéhung des Kapitalinputs von 100 auf 101 bei konstantem Arbeitsinput
von 50 wird die Produktion um ungefahr 5 Einheiten erh6hen.
i 98 =aK*'Lf >0, 2 =pKLF1>0
Das Grenzprodukt des Kapltals (der Arbeit) ist positiv. Unter sonst glei-
chen Bedingungen erhdht eine zusatzliche Einheit an Kapital/ Arbeit den
Output.
i. 2% =a(l—a)K°2LP <0, &Y =p(1-BKL2<0
Diese Erhéhung des Outputs ist abnehmend mit steigendem Input von
Kapital/ Arbeit (unter sonst gleichen Bedindungen). Die partielle Ableitung
des Grenzprodukts des Kapitals nach K (und L) ist negativ. Dies bedeu-
tet ein abnehmendes Grenzprodukt des Kapitals: Zuwachse des Kapitals
werden immer einen Anstieg des Outputs bewirken, je mehr Kapital jedoch
bereits eingesetzt wird, desto geringer der Outputzuwachs beim Einsatz
einer zusaztlichen Einheit Kapitals. Dasselbe gilt fir den Faktor Arbeit.

3. Totales Differential

(@)
(b)
(c)

dy = 2cpxdxr + c1dz
Y = ﬁ (C[) — ClT +dy —dyi + G) dY = 1_101 (—CldT — didi + dG)
i. dY = 1 = —100

i. dY = % 100 = 200




iii. dY = 1=~ - 200 = 400

i _ _1 1 0,5 _ _
iv. dY = ==+ 200 + =5 - 100 — $22- - 100 = 400 + 200 — 100 = 500

4. Gleichungssysteme

(@) Y =100+ 10I + 10G = 4L =10
b) i.Y:ﬁ(CQ—ClT—Fbo—FG)

(

(

(A) Y = g ¥

[2) g 1
oG — 1—ci1—b1

>0

ii. endogen:Y,C, I
C) C:C()—Clto—i-cl(l—tl)y = gf}q:cl(l—

= d(1—c)tad; P
2 <0

=

=
ay _ _ _ «a
oT — 1—c1—b1 <0
exogen: G, T

Y a

OM — dy(1—c)Fad;

oy _
Oco

1
1—c1—b1

t1)>0

1
5 >0

>0



Hauptteil - Losung

Aufgabe 1 - Ableitung: graphisch und Interpretation

1. Erste Ableitung gestrichelt in rot

f(x) f(z) f(x)

2. (a) Bei einem verfugbaren Einkommen von 500 betragt der Konsum 400.

(b) Steigt das verfligbare Einkommen marginal (etwa: von 500 auf 501), so steigt
der Konsum um 0,7.

(c) Steigt das verfiigbare Einkommen marginal (etwa: von 800 auf 801), so steigt
der Konsum um 0,5.

(d) Die erste Ableitung der Konsumfunktion ist positiv, d.h. der Konsum nimmt bei
einer Erhdhung des verfiigbaren Einkommens immer zu.

(e) Die zweite Ableitung der Konsumfunktion ist negativ, d.h. mit steigendem verflgbaren
Einkommen nimmt der Konsum immer langsamer zu (vgl. 2b und 2c).

Yy

(f)

Aufgabe 2 - Ableitung von Funktionen einer Variablen

7



1. ¢/(z) = 322 — 102 4. C'"Y)=c1—c1-ti=c1(1 —t1)
2. C'(Yy) =0,5 5. Y'(Z) =1
3. C'(Yy) = 6. I'(i) =0

Aufgabe 3 - Partielle Ableitung von Funktionen mehrerer Variablen

dy _ 2 9y _ _o9.4 dy _ Ay _
1. 55 =0,6x 2 =2z 3. 52 =20 F =0
oy _ 1 _ oy _ _ 9y _ 1 9y _ _ 1 _
2. 5y =1-c s =-b 4. 5: = %000 0 = 5000

Aufgabe 4 - Totales Differential
1. dy = (1 — ¢)dz — bdz

2. (@) dY = L-dey+ 2-dl + 2-dG — +2-dT = L (dco + dI + dG — ¢1dT)

1—c1 1—cy 1—c1 1—cy 1—c1

(b) Q. {27 >0, - >1, d.h.eshandeltsich um einen Multiplikator

== >0, %= >1, Multiplikator
ji. =32 <0, flrep <0,5: 2~ <1, flrep > 0,5: 15101 > 1, aber

Achtung, der Effekt ist auf jeden Fall negativ, von ¢; hangt ab ob unter-
(kein Multiplikator) oder Uberproportional (Multiplikator) zu dT°

iv. &= — ¢ = 1=a — 7 5 0 Y wird um den Faktor 1 erhoht, die

1—c1 1—c1 1—c1

Veranderung ist also positiv, stellt aber keinen Multiplikator dar

Aufgabe 5 - Gleichungssysteme

1. Y = 11(00—01T+b0—b2i+G)

1—c
%:_1i1c1<0’ %:1361>0’ %:_13201<0
2. e T1=Yyl=Cl=Z2]l=Y]
e G1T=>Z1=Y 1
e i=>1]l=7Z]=Y]
3. i; é(fo —al Jg'bo +1G) - %@Y N
de =5 >0 35=5>0 HF=—71<0

IS-Kurve . I1S-Kurve
Y Y

4.

5. Steigen ¢y oder G, verschiebt sich die Kurve nach rechts.
Steigt T', verschiebt sich die Kurve nach links.
Steigt Y oder i wandern wir entlang der Kurve.





